VASTAVUSED
vastavused "Uhest hulgast teise hulka"

Hulkadega tegelemisel esineb olukordi, kus mingi hulga A elementidele

tuleb seada vastavaks teise hulga B elemente — misjuhul tekkib
hulkadevaheline (mingi) vastavus ("seos”) (ingl. relation).

Vastavuste tahistamiseks kasutame tavaliselt tdhti: @ R

mingi vastavuse R diagramm

Olgu 2 (mittettihja) hulka A ja B.

Vastavus esitab / mé&arab, millised the hulga (B) elemendid

vastavad mingi teise hulga (A) mingitele elementidele.

Seostatud elementide selliseid paare nimetatakse jarjestatud paarideks ja
esitatakse <a,b>.

"Jarjestatud" rdhutab fakti, et selles paaris on a "esimesena" ja b on
"teisena" : jarjestatus kehtib "paari sees".

Olgu aeA beB

kui element b "vastab" elemendile a (mingi vastavuse R
kohaselt ) siis selle fakti valjendamiseks koostame jarjestatud paari :

<a,b> ja seepaar ise on elemendiks (jarjestatud paaride) hulgas R:
<a,b>eR
Samuti Gtleme: "R on vastavus hulgast A hulka B™"

Olles defineeritud jarjestatud paaride hulgana, seostub vastavus seel&bi
ka hulkade otsekorrutise mdistega — mis oli samuti jarjestatud
komponentide ( korteezide ) hulk.

lga vastavus R (hulgast A hulka B) on nende hulkade
otsekorrutise A x B osahulk :

R c AxB

Visuaalselt saab vastavust hasti esitada vastavuse diagrammiga :

— naide: \
Olgu tudengite hulk A :

A = {Jiri Mari Juhan Jaan Kati Mati}
. ... ja voimalike hinnete hulk B
B=4{012345}
Eksmil teatavasti "omistatakse igale tudengile Uks konkreetne hinne” —

mis tdhendab samas ka mingi vastavuse tekitamist hulgast A
hulka B mida saab esitada vastavuse diagrammiga :




Juri @
Mari @
Juhan @
Jaan @
Kati @
Mati @

A B

diagramm (mingile) vastavusele R hulgast A hulka B

Véikeste hulkade vahelisi vastavusi on k&ige eelistatum esitada just selliste
diagrammidena.

Kuna vastavus omaks justnagu “suunda" hulgast A hulka B, siis
valjendatakse teda ka Kkirjapildiga :

R: A—> B

(oluline : simbol — ei tdhenda siin loogikatehet
implikatsioon nagu méletame implikatsiooni tehtemérgiks loogikas;
nool nditab siin ainult " suunda A-st B-sse")

Omades vastavuse R koosseisus sellist rolli / staatust nagu eelnev
diagramm néitab,

hulka A nimetatakse vastavuse R lahtehulgaks ;
hulka B nimetatakse vastavuse R sihthulgaks ;

Juhan @

Jaan @
Kati @
Mati @

sihthulk
[ahtehulk

Maletame varasemast, et otsekorrutis A x B sisaldab kdiki
viimalikke jarjestatud paare <a,b> nende hulkade elementidest,
kuid vastavus R: A — B sisaldab tavaliselt ainult osasid paare
nendest, olles nende hulkade otsekorrutise osahulk: R < A x B

Meie nditevastavus R eelneval diagrammil on tegelikult (ja saab olla
esitatud) sellise jarjestatud paaride hulgana :

R = {<Jiuri,4> <Mari,5> <Juhan,3> <Jaan,1> <Kati,4>}

Kui "a jaokson seatud vastavaks b" ehk <a,b>e R siis

saame ka véljendada :
aRb

Vastavuse TAIEND

Vastavuse R tdiend R sisaldab koiki (ilejadnud) jarjestatud paare




<a,b> € AxB mispuuduvad vastavuses R .

Eelnev verbaalne selgitus omab formaalset ekvivalenti :

R= {<ab>ecAxB | <ab>¢R} c AxB

(vBime madrgata, et meie vastavuse R jaoks R sisaldab 31
jarjestatud paari )

Mérkame, et vastavuse taiend on sarnane hulga taiendiga — kui oleme
defineerinud ( R jaoks) universaalhulgaks nende hulkade otsekorrutise

AxB

vastavuse R ja tema tadiendi R jaoks kehtib :

R =(AxB)\R

|R|=|AxB|-[R|

POORDVASTAVUS

Vastavuse R :A —> B  podrdvastavus R™ on vastavus, kus
lahtehulk ja sihthulk on "oma rollid &ravahetanud” ehk vastavus on
kehtestatud hulgast B hulka A.

Koik jarjestatud paarid <a,b> mis kuuluvad vastavusse R — on
poordvastavuses vahetanud oma komponentide jarjekorra vastupidiseks :
<b,a>

Niisiis R™ on vastavus hulgast B hulka A, siilitades endiselt samad
hulgaelemendid teineteisega seostatuna (kuid "vastupidises suunas") :

R'= {<ba>eBxA| <ab>eR} c BxA

poordvastavus meie algse vastavuse R jaoks

IR™| = |R|

I~ néaide: N\
kui R = {<1,a><2,d><4,b>} siis R*= {<a1><d2><b,4>}
| |

Vastavuste KOMPOSITSIOON
Olgu 2 vastavust Ri;: A->B ja R;: B->C

Kompositsioon Ri1 « R2  onvastavus hulgast A hulka C "ile
hulga B vahepealsete elementide” :

R:.R; ={<a,c>eAxC | IbeB(<a,b>e Ry A<b,c>eR;)} c AxC




C

eel-illustratsioon kompositsioonile Rl-R2

Ri.R;, = {<ay> <az> <dp>}

Tunneme ara, et
binaarne tehe kompositsioon on assotsiatiivne :

(RloRz)oRg = Rlo(RgoRg)
kompositsiooni podrdvastavus on podrdvastavuste kompositsioon :
(Ri-R2)™ R.*e Ry

Kompositsiooni vOib vaadelda / alternatiivselt nimetada ka vastavuste
korrutamiseks .

Funktsioonid

Uks vastavuste tiip omab kdikjal matemaatikas téhtsat rolli.

Koik erinevad funktsioonid midaoleme ndinud nii pdhikoolis kui
ka ulikoolis ... onsamuti teatud kindlate omadustega vastavused.

Verbaalselt kirjeldatuna :

(Mingi) vastavus on funktsioon, kui igale lahtehulga elemendile
vastab tdpselt ks element sihthulgas.

B

suvaline naide vastavusest mis on funktsioon

Tavalise Uldise tdhise R asemel vdime eelistada funktsioonide esitamisel
tahti F (ja f ).

Funktsioon omab ka alternatiivset terminit: "kujutus" ja sihthulga
elementi (mis vastab lahtehulga mingile elemendile) — saab nimetada :

"kKujutis".

Funktsiooni formaalne definitsioon sobib olema kujul :

¢+ Vastavus F < AxB on funktsioon, kui
VaecAdlbeB [ <ab>e F]

Olgu endiselt lahtehulk A ja sihthulk B.

Maérgime, et funktsiooni sihthulgas (B) tohib olla elemente, mis "ei
osale™ funktsioonis.

Lahtehulga elemendid mis "osalevad" funktsioonis F, moodustavad
funktsiooni maaramispiirkonna.

Sihthulga elemendid mis "osalevad" funktsioonis F, moodustavad
funktsiooni muutumispiirkonna.

( eelmises naites muutumispiirkond on: {1,2,4,5} )




Né&eme, et funktsioonide korral on lubatud ainult "Ghesed seosed” (ingl.:
"one-to-one™ relationships) lahtehulgast sihthulka ning

ei ole lubatud "mitmesed seosed” (ingl: "one-to-many"
relationships ) lahtehulgast sihthulka :

suvaline naitevastavus : POLE funktsioon

"Uks-mitmele" seosed (punased nooled siin diagrammil) saavad olla
funktsiooni F jaoks valistatud ka sellise formaalse méaératlusega :

VacAVyzeB ( <ay>eF A <az>eF - y=1z)
Element g lahtehulgas A (mis ei osale siin vastavuses R ) ei ole siiski
"probleem funktsiooni jaoks": me vdime alati defineerida vastavuse
lahtehulga nii, et selle hulga moodustavad justnimelt need elemendid, mis
tdesti osalevad vastavuses / funktsioonis.

Siin naites oleks selliseks (algse suhtes vahendatud) lahtehulgaks :

{ab,cde}

... misjuhul me ikkagi omame l&htehulga iga elemendi jaoks vastavat
sihthulga elementi.

Kuid jarjestatud paarid <b,5> <Db,3> (punased nooled diagrammil)
esitavad jatkuvalt "probleemi”, mis valistab selle vastavuse R
funktsioonide hulgast : "Uks-mitmele" seosed lahtehulgast sihthulka —
ei ole lubatud funktsioonides.

Kui vastavus F on funktsioon, siis kompositsiooni F™.F tulemus
on:

F'.F ={<bb>|beB}

F:

»‘
-

veelkord sama naitevastavus : (mingi) funktsioon

Kui f on funktsioon ja <x,y>e€ f siis voime ka esitada:

fo) =y ja y = f(x)

....millega olemegi joudnud tuttavate t&histusteni, mida oleme harjunud
ndgema funktsioonide juures kdikjal matemaatikas . . .

Siin, X omab nime / staatust "funktsiooni argument™ ja Yy
nimetatakse "funktsiooni vaartuseks" (selle argumendi korral)

Niisiis — tegeledes funktsioonidega, me eelistame nimetusi :

f (argument) = vaartus

Funktsioonide TUUBID

L&htudes funktsioonide omadustest, saab funktsioone liigitada 4 tulbiks :
injektsioon  sirjektsioon  bijektsioon .. ...




injektsioon
verbaalse kirjeldusena :

+ Funktsioon f: A—> B on uks-ilhene (ingl. "one-to-one") ehk
injektiivne kui muutumispiirkonna iga element (sihthulgas B ) vastab
tépselt Ghele mé&aramispiirkonna elemendile.

formaalse definitsioonina :
Vabpe A[ f(a = f() — a=b]
Vape Aflazb — f(a) = f(b)]

injektsioon :  Uks-Uhene funktsioon

injektsioon : muutumispiirkonnas pole thtki sellist elementi, kuhu
"saabuks" diagrammil mitu noolt.

kui f: A—>B on injektsioon, siis |A| < |B|

surjektsioon
verbaalselt :
+ Funktsioon f: A—> B on sirjektiivne kui iga element

muutumispiirkonnas vastab mingile elemendile / elementidele
maaramispiirkonnast.

formaalselt :
VbeB JacA[ f(a) = b ]

vOi alternatiivne samavaarne :

surjektsioon : ka "pealekujutus"

strjektsiooni korral : muutumispiirkond vordub (kogu) sihthulgaga (B)
(ehk : sihthulga koik elemendid osalevad funktsioonis/vastavuses)

... ja "mitu Ohele" (ingl. "many-to-one") vastavuspaarid (nooled
diagrammil) on lubatud sirjektsioonis.

bijektsioon
verbaalselt :

+ Funktsioon f: A— B on bijektsioon, kuitaon samaaegselt nii
injektsioon kui ka sdrjektsioon

Kuigi oleks vaimalik, siis me ei pea vajalikuks koostada formaalset
definitsiooni bijektsiooni jaoks.

bijektsioon : on samaaegselt nii injektsioon kui ka surjektsioon




Kui f: A>B on bijektsioon, siis |A| = |B]
Siinnadites: |[A| =|B| =5

graafide isomorfism ja bijektsioon
meenutame graafe:
Kirjeldades isomorfseid graafe, sdnastasime nende kohta nii : iga tipp ja

kaar uhes graafis peab omama endale vastavat thte tippu voi kaart
(teises) isomorfses graafis.

Bijektsiooni abil saame nlud defineerida graafide isomorfismi
korrektsema (verbaalse) sdnastusega :

2 graafi on isomorfsed, kui eksisteerib (on vdimalik luua) bijektsioon
nende tippude hulkade vahel ja samuti bijektsioon nende kaarte hulkade
vahel, niiet vastavad kaared Uhendavad vastavaid tippe
(mdlemas graafis).

Oleme esitanud 3 funktsioonide tidpi : injektsioon sirjektsioon bijektsioon

-
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©?.. . kuid eelnevalt oli iiteldud : funktsioone on 4 tiitpi ?

Viimane ehk "neljas funktsioonide tulp™ on koik tlejaadnud funktsioonid,
mispole mitte Ukski nendestkolmest.

Nemad on lihtsalt "funktsioonid".

funktsioonid

bijektsioonid

inje

sonid

diagramm funktsioonide tllpidest

konstantne funktsioon

Konstantne funktsioon kujutab kogu madramispiirkonna heksainsaks
konkreetseks sihthulga elemendiks: (“funkisiooni vaartus el muutu")

konstantne funktsioon

muutumispiirkonnaks on tksainus sihthulga element.

/— Ulesanne :

)

|8
L&) ¢

P

Onvastavus @: A—>B kus A on tudengite hulk
ja B on eksamil saadud hinnete hulk:

B={012345}

Vastavus ¢ naitab, millise hinde sai iga tudeng eksamil.
Kirjelda (verbaalselt) olukorda, kus vastavus ¢ on....

— bijektsioon ?
— injektsioon ?  (aga pole samas ei bijektsioon ega surjektsioon )
— silrjektsioon ? (aga pole samas ei bijektsioon ega injektsioon )

— bijektsioon :
osaleb tapselt 6 tudengit ja igalks nendest saab erineva hinde;
teiste sdnadega :




igahinne {0, 1, 2,3,4,5} onomistatud kellelegi tapselt thekorra;

... bijektsiooni illustreerimiseks sobib seesama lahtehulk ja sihthulk mis
meil oli :

mingi bijektsioon

— injektsioon :
osaleb vadhem kui 6 tudengit ja igaliks nendest saab erineva hinde;

"piiripealsel juhul" : 6 tudengit sobib kah osalema injektsiooni jaoks
(kuna hindeid leidub 6 erinevat) — kuid seljuhul moodustub injektsioon
mis on samaaegselt ka bijektsioon.

-

mingi injektsioon

— silrjektsioon :

tudengeid ehk osalejad vbibolla suvaline arv (védhemalt 6 voi
enam) ja iga konkr. hinne {0,1,2, 34,5} onomistatud
(vahemalt Uhekorra) kellelegi ;

teiste sGnadega :

mitte Ukski hinne {0,1,2,3,4,5} ei jaa eksamil omistamata.

"piiripealsel juhul" : 6 tudengit sobib kah osalema surjektsiooni jaoks
(kuna hindeid leidub 6 erinevat) — kuid seljuhul moodustub stirjektsioon
mis on samaaegselt ka bijektsioon.

mingi surjektsioon






