Loogikaalgebra (Boole'i algebra)

George Boole (1815 — 1864)

Siindinud Inglismaal Lincolnis. 16-aastasena tegutses koolidpetaja
assistendina. Oppis 5 aastat iseseisvalt omal kdel matemaatikat,
keskendudes hiljem algebrale. 1835 avas oma kooli.

Uudse lahenemisega loogikale korrastas selle kaasaegseks
loogikaalgebraks.

Loogikaalgebra ({0,1}; = , A,V) koosneb loogikavaartuste hulgast
{0, 1}, millel on defineeritud 3 elementaarset loogikatehet: unaarne tehe
inversioon ja binaarsed tehted konjunktsioon ja disjunktsioon.

Kdik 3 elementaarset loogikatehet on juba eelpool lausearvutuse juures
defineeritud ja loogikaalgebras kehtivad nad tapselt samal kujul.

Muutuja x vOi X; on loogikamuutuja , kui ta saab omandada vaartusi
ainult hulgast {0 1}. Xie{xX1 Xz....Xn}

Numbrimarkidena 0 ja 1 esitatud loogikavééartusi nimetatakse ka

"konstant 0" ja "konstant 1", et r6hutada nende erinevust muutujatest X; .

Loogikaavaldis on loogikamuutujaid x; , konstante 0 1 ja
tehtemarke sisaldav kooslus, mis tema muutujate x; vaartustamisel

omandab (loogikatehete teostamise jarel) samuti loogikavaartuse 0 voi 1.

Loogikaavaldis sarnaneb lausearvutuses kasutatavale lausearvutusvalemile
ning ta defineeritakse analoogiliselt:

[ definitsioon:

+ loogikamuutuja x; ja konstandid 0 1 on loogikaavaldised;

¢« kui A onloogikaavaldis, siis on avaldised ka A ja (A)

« kui A ja B on loogikaavaldised, siison avaldised ka
AAB AvB A—>B Ao B AeB

+ tehtemé&rgi puudumine operandide vahel on samavaarne tehtega A
ehk konjunktsiooniga: AB = AAB = A-B

\

Eelnev definitsioon valistab loogikaavaldiste hulgast ebakorrektsed
operandide ja tehtemérkide kooslused:

konstantide korrutamisel (konjunktsioon) on siiski vaja ka tehtemark

dranéidata :
kirjutis: O 1 ei esita arusaadaval viisil nulli ja Ghe konjunktsiooni ;

konstantide konjunktsioon sobib valjendada kujul : 0A1 vdi 0-1

Loogikaavaldis omandab / arvutab loogikavaartuse 0voi 1, kuitema
loogikamuutujad vaartustada konkreetseteks vaartusteks (0 1) ja
teostada avaldise loogikatehted.

Loogikatehete prioriteet

Kui sulgudega pole tehete jarjekord avaldises madratud teisiti, siis maarab
tehete teostusjérjekorra loogikatehete prioriteedijarjestus :

o A \V; - ©

uksiku loogikamuutuja inversioon teostatakse avaldistes kdikjal esimesena.
Nagu aritmeetikas, nii on ka loogikas korrutamine (konjunktsioon)
prioriteetsem kui liitmine (disjunktsioon).
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7. ..kas inversioon onikkavdimalik alati teostada esimesena?

milline on tehete jarjekord avaldises AvB ? aga avaldises AvB ?

Loogikaavaldiste vOrdsus

Kaks erinevat loogikaavaldist on vordvaarsed ehk loogiliselt vordsed, kui
nad mdlemad omandavad muutujate (kGikvdimalike) samade
vaartuskombinatsioonide korral sama loogikavaartuse 0 voi 1.

teiste sbnadega: loogikaavaldised / loogikafunktsioonid on teineteisega
loogiliselt vordsed, kui nende tGevaartustabelid on tépselt samasugused

naide: X1 X2 V X2 = X1 V X1X2




Asendades siin muutujate X; ja X asemele mingid loogikavééartused,
vadrtustuvad vorduse mélema poole avaldised alati Uhtemoodi 0-ks voi
uhtemoodi 1-ks:

/— Ulesanne: \
<

e
Kontrollida eelpoolsete avaldiste XiX2 vV X2 ja X1 V XiXz
loogilist vordsust nende tdevaartustabelite vordlemise teel :

X1 X2 X1X2 V Xz X1 V. X1X2
00
01
10

11
| |

/— iseseisev vabatahtlik kodune lahendamine: \

® arvuta loogikaavaldisele X1 V X1Xz tema tdevaartustabel ja tuvasta, kas see juhtub
olema samasugune nagu oli avaldise X1 X V Xz tunnis leitud tdevaartustabel :

X1 X2 Xliz V X2 X1 V il X2
00 0 ?
01 1 ?
10 1 ?
11 1 ?

Loogikaavaldised 2-muutuja loogikafunktsioonid  f (x:x.)

olulisi mdisteid :
Loogikafunktsioon seab oma méadaramispiirkonna igale 2ndvektorile
(ehk Uhtede ja nullide "komplektile™) vastavaks loogikavaartuse 0 voi 1.

naiteks:  T(011) = O vsiteinevsimalus: T (011) = 1

Kui 2ndvektor on loogikafunktsiooni argumendiks, siis sellist 2ndvektorit
nimetame ka argumentvektoriks.

1de piirkonna moodustavad need argumentvektorid, mille korral
funktsioon vaartustub 1-ks.

Ode piirkonna moodustavad need argumentvektorid, mille korral
funktsioon vaartustub 0-ks.
néitena eelmine avaldis ja tema tdevaartustabel :

vaadeldes avaldist x:X, v X, 2-muutuja loogikafunktsioonina :

f(X1X2) = Xliz VvV X2

X1 X2 Xliz vV X2
00
01
10
11

=

... siis selle funktsiooni

nullide piirkonnaks on argumentvektor 00 Uksi ;
uhtede piirkonnaks on siin argumentvektorid 01 10 11 ;

eelistatuim avaldisekuju: Disjunktiivne Normaalkuju (DNK)

1-de piirkonnast saab valja kirjutada loogikafunktsioonile tema kdige
eelistatuma avaldisekuju: disjunktiivse normaalkuju (DNK)

algtermiks nimetatakse loogikaavaldise igat tksikut loogikamuutujat voi
selle inversiooni:  Xi Xi
(....ehk loogikamuutuja iga tiksik "eksemplar" avaldises )

/— naide: \




eelvaadatud avaldises X1 v XaXz ~ on 2 loogikamuutujat: x: X

kuid 3 algtermi ;
avaldises (X2 V X1)X2 V X sisaldub samuti 2

loogikamuutujat kuid 4 algtermi
|

elementaarkonjunktsioon on algtermide konjunktsioon

fe fy fk fn fu
X1 X2
00 0 1 1 1 1
01 0 0 0 0 1
10 1 0 1 1 1
11 0 1 1 0 1

[~ néide:
jargneval real on 5 erinevat elementaarkonjunktsiooni :

. koostatavates avaldistes vOib kasutada koiki tuttavaid loogikatehteid :

X3 X4 X1 X2 Xa X2 X1 X2 X3 X4 X1 X3 X5
I
disjunktiivne normaalkuju (DNK)) on
elementaarkonjunktsioonide disjunktsioon
I~ naiteks:
X3Xa \% X1 X2 Xa V X2

Uksikut elementaarkonjunktsiooni DNK koosseisus nimetame ka DNK
litkmeks.

Eelnevas DNK-s XsXa V. XiXeXs VX2 on:
3 liiget;

4 muutujat: X1 X2 X3 X

6 algtermi.

Disjunktiivne Normaalkuju (DNK) tuleneb loogikafunktsiooni thtede
piirkonnast.

A A\ - >
fe ft fk fn fV
X1 X2
00 0 1 1 1 1
01 0 0 0 0 1
10 1 0 1 1 1
11 0 1 1 0 1
vastus: vastus: vastus: vastus: vastus:
X1 Xz X1 & Xz X2 = X1 Yz 1
X1 iz il iz v X1 X2 il - iz
Yl iz v X1 Yz
Yl X2 v Xliz Yl X2

[~ Ulesanne:
\“,S"
Esitada igale jargnevale tdevaartustabelile f. f fc f, f,
1....3 erinevat sobivat kuni 4 algtermiga loogikaavaldist:
eristame funktsioone Uksteisest suvaliste indeksitega :

7 gl S—

— iseseisev vabatahtlik kodune lahendamine :

ik

rohelise dpiku Ik. 26 kaks llesannet :




® Kontrollida, kas A ja B kdikvdimalike vadrtuskombinatsioonide korral kehtib vordus

[(A=B) A (B>A)] = AoB
selleks arvuta v@rduse vasaku poole avaldise jaoks tema 4-realine tbevaartustabel ja vordle seda
vOrduse parema poole avaldise (ehk ekvivalentsi) tbevaartustabeliga

® Kontrollida, kas A B C koikvdimalike vaartuskombinatsioonide korral kehtib v&rdus
[(A>B) A (B>C)] = A->C
selleks arvuta vérduse mélema poole avaldise jaoks tema 8-realine tevéartustabel ja vordle neid

| |
[ Ulesanne: \
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Arvutada tGevaartustabel 3-muutuja loogikafunktsioonile:
f(X1X2X3) = (Xg—)Xl)iz \% (Xl (—)Xz)

f(X1X2 X3) = (X3 —> Xl)iz \V (il X2)

X1 X2 X3 f(XiX2%3)

000 1

001 0

010 1

011 1

100 1

101 1

110 0

111 0
| |
I iseseisev vabatahtlik kodune lahendamine : \

f(X1X2X3) = (X3—)X1)§2 V (Y1<—>X2)

eelmise loogikaavaldise 8-realisest toevéartustabelist arvutasime vélja tunnis
ainult tema 3 rida. Leia/arvuta tema tbevaartustabeli Glejadnud 5 rida:

X1 X2 X3 f(X1X2X3)
010 ?
011 ?
100 ?
101 ?
111 ?

Algebraline avaldis (Algebraline loogikaavaldis )
Algebraline on selline loogikaavaldis, mis sisaldab ainult elementaarseid
loogikatehteid : o AV

Algebraline avaldis ei sisalda tehteid — ega <>

Algebraliste avaldiste duaalsus
Algebraline loogikaavaldis omandab oma duaalse kuju, kui

avaldise kbik konjunktsioonid asendada disjunktsiooniga
avaldise kbik disjunktsioonid asendada konjunktsiooniga
avaldise koik konstandid 0 asendada konstandiga 1
avaldise kbik konstandid 1 asendada konstandiga 0
(inversioone ei asendata duaalsele kujule Gleminnes)

¢
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Duaalsele kujule Gleminnes tehete jarjekord avaldises ei tohi muutuda
(ehk duaalses avaldises tuleb rakendada sulud)

I~ naide: \
avaldise X1X2 V Xs jaoks tema duaalne avaldis on :

(Xl V iz) X3




I~ naide: \
vorduse X1 X2 V X3 = 0 jaoks tema duaalne vdrdus on:

(X1V§2)X3 = 1

Kui duaalse avaldise jaoks leida veelkord duaalne avaldis, siis saadakse
esialgne avaldis tagasi.

Seega duaalsed avaldised ja vordused on vastastikku duaalsed :

"duaalsete avaldiste paar” "duaalsete vorduste paar"

duaalsusprintsiip
Algebraliste avaldiste kohta kehtib duaalsusprintsiip :

Kui 2 avaldiston vdrdsed, siisonkanende
duaalsed avaldised omavahel vdrdsed:

A = B erinevad kuid VORDSED avaldised

v |

Ad Bd mélemale leitud tema DUAALNE Kuiju...

....ka duaalsed avaldisekujud on

Agq = By teineteisega VORDSED

Loogikaalgebra pohiseosed

Duaalsusprintsiibist tulenevalt kehtivad kdik loogikaalgebra pdhiseosed
duaalsete paaridena.

Loogikaalgebra p6hiseosed esituvad kuni 3 loogikamuutuja abil, mida
tahistame siin X y z . Neid muutujatéhiseid on pdhiseoste esitamisel
kasutatud indeksite valtimiseks ehk nad on Xi Xz X3 asemel

Igatiks nendest on tegelikult loogikavaartus 0 voi 1: x,y,ze{01}

Jargnevad vordused (p6hiseosed) kehtivad olenemata sellest, kumba
loogikavaartuse (0 vdi 1) me nendes iga loogikamuutuja x y z
asemele asendame.

Pdhiseoste kehtivus tuleneb elementaarsete loogikatehete definitsioonidest :

konjunktsioon | disjunktsioon
Xy XAY Xvy
00 0 0
01 0 1
10 0 1
11 1 1

LOOGIKAALGEBRA POHISEOSED

Meenutame, et loogikaalgebras sisalduvad ainult tehted ANV
ehk pohiseoseid esitavad ainult algebralised avaldised.

kommutatiivsus :

verbaalselt :
" tehte tulemus ei olene operandide jarjekorrast "
XVy = Yy VX XAY = YAX

korrutamise ja liitmise kommutatiivsus ndhtub nende tehete
toevaartustabelite keskmistest ridadest — kus on mdlemal real
tehtetulemusena sama loogikavéartus :

konjunktsioon | disjunktsioon

Xy X AY X vy
01 0 1
10 0 1




X
|
X

eltuse eitamise seadus:
( topelteituse seadus )

— 1 tudpiline viga :

selles avaldises ei ole topeltinversiooni :

X1 X2

seega

21 Xy # Xliz
&
S . . i
... kuidas teame, et nad ei ole vordsed ?

juhul kui nad on vordsed, siis peavad mdlemad avaldised vaartustuma
samade muutujavaartuste korral alati samamoodi: 0 ja 0 / 1 ja 1

X1 X2
X1 X2 X1 X2

00

01

10

11
X1 X2

X1 X2 X1 X2

00 1 0
01 |[...poleenamoluline arvutada..| ... pole enam oluline arvutada . .
10 |...poleenam oluline arvutada . .| ... pole enam oluline arvutada . .
11 |...poleenam oluline arvutada . .| ... pole enam oluline arvutada . .

seosed konstantidega O ja 1:

0=1 1=0 0-1=0 Ovli=1

x-0=0 Xx-1=xX Xx-X =0
Xxv0=x xvl=1 Xvx =1

eelnevates pohiseostes on ndha duaalsed paarid
samad eelnevad vordused, kus iga duaalne paar on rohutatud erinevate varvidega :

0=1 1=0 0.1=0 1v0 =1

x-0=0 X-1 =X X-X =0
Xv0 =X xvl=1 Xvx =1
idempotentsus: XX = X X VX = X

... idempotentsus nahtub konjunktsiooni ja disjunktsiooni tdevéartustabelite
esimesest ja viimasest reast:




konjunktsioon | disjunktsioon
Xy XAY Xvy
00 0 0
11 1 1

&
2. kuid Kas pole korrutamise korral : X-X = X® ehk
"X ruudus"?  Mikseiole?

— 1 viga: \

X-X = X2 X-X-X = x® jne ondige ainult
aritmeetilise Kkorrutamise korral
(arvude korrutamisel ) ;
meie korrutamine on loogiline korrutamine ehk
konjunktsioon, kus korrutatakse loogikavaartusi 0/1

mitte arve.

Loogikavaartuste jaoks pole olemas "astendamist”, misjuhul ei saa olla ka
astmeid ehk " X ruudus”, "X kuubis".... ning loogikamuutuja X jaoks
ei ole olemas ka mitte mingit "Glaindeksiga” tahistust : X

DeMorgani seadused : (kahe muutuja jaoks)

XVy = Xy XYy = XVYy

DeMorgani seaduste modifikatsioon 3 muutuja jaoks:

XVy vz = Xyz Xyz = XVyvVvzZ

... kehtib suvalise arvu muutujate jaoks . ..

neeldumine:

X v Xy = X ("lihtsam" neeldumisseadus)
@}__ = sama neeldumise erijuhtumid on Kka :
< X v Xy = X
X v Xy = X
X v Xy = X
neeldumine : ("keerulisem" neeldumisseadus)
X vXy = Xvy

. ... meenutame eelmisel tunnil vaadatud teineteisega vordseid avaldisi :

X1 X2 Xliz V X2 X1 V X1X2
00 0 0
01 1 1
10 1 1
11 1 1
%___ﬂ sama neeldumise X Vv iy = X v Y erijuhtumidonka:
PACIC
X v Xy = X vy
X v Xy = Xvy
X v Xy = X vy

distributiivsus: (sulgude nn. "lahtikorrutamine™ ja "lahtiliitmine")

X(yvz) = Xy v Xz XV(yz) = (XVYy)(XVZ)




... vOrduse mdlema poole avaldise tdevéaddrtustabel osutub samaks :

X(yvz) XYy v X2

0

P PP P OO O OfX
R P O O R P O Ol
P O PR, OFr OFrR OflN
P P, PO OO0OOoOOoO
P B, PO OO0 O

kleepimine: (ebaolulise muutuja/avaldiseliikme lisamine)

X = XY VvV XYy X = (X vV Y)XVY)
Neeldumisseaduste olemus

Lisame veel ihe markuse neeldumisseadusele X v Xy = X v Yy
Selle reegli verbaalseks esituseks sobiks:

"disjunktsiooni tihele poolele voib juurde korrutada
teise poole inversiooni (avaldise vaartust sellega muutmata)”.

Seega kehtivad vordused:

X VYy = X VYyX ning samuti X VYy = Xy Vy
ehk
X VXY = XVy = XyvVy

Neeldumise X v Xy = X kehtivust kinnitab ka teisendus, kus Ghine
tegur X tuuakse voOrduse vasakus pooles sulgude ette,

misjuhul sulgudesse jaab konstant 1 : X v Xy =

X vXxy = x(lvy) = x(1) = X

pane tdhele: X v Xy = X(1 v y) onkorrekine teisendussamm, kuna
sulgude lahtikorrutamisel X (1 v y) tekkibtaasavaldis X v XYy
Neeldumisvérduste X v Xy = X vy

ja  Xyvy = Xvy

kehtivus on tdestatav ka nende vOrduste parema poole avaldise
teisendamise teel vasaku poole avaldiseks.

Arvestades, et X v X = 1 saame distributiivsusseaduse (sulgude
lahtikorrutamise) abil ja neeldumise X v Xy = X abil teisendada:

X vy = (Xvy)-l = (X vy (XxvXx) =
= XX V yX V XX V yxX =
= X VXy v 0 v yx = X V Xy
Seega saime: X VY = ... = X V Xy

Rohutame, et eelnevad tédhised X 'y z  esitavad mitte ainult
uksikuid loogikamuutujaid, vaid X 'y z  asemel vdivad olla ka
keeruka(ma)d loogikaavaldised, kuna ka avaldised arvutuvad / asenduvad
loogikavééartusteks 0 voi 1.

[~ néide: \
neeldumisseadusest X v XYy = X tuleneb, et neeldumine toimub ka
naiteks avaldises X1 X2Xs VX1 X2 X3 X4 Xs

X1X2Xs V. X1XeXsXaXs = (XaXoXz) V (XaXoX3)[XaXs] = Xi1X2Xs
| |

eelnevad pohiseosed sisaldasid ainult elementaarseid loogikatehteid
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. . aga miks ei olnud pdhiseoste hulgas duaalseid neeldumisseadusi ?

tdepoolest — duaalsed neeldumisseadused oleks :
X Vv Xy = X jaoks duaalne : X(X vy) =X
X VXY = XVYy jaoks duaalne : X(XVvy) =Xy

molema neeldumise duaalsed kujud osutuvad teisenduste jaoks
mittevajalikeks, kuna sulgude lahtikorrutamine (vorduse vasaku poole
avaldises) annab otsekohe sellesama tulemuse, mida duaalse
neeldumisseaduse parema poole avaldis nditab.






