HULGAD

Hulgaaritmeetilised tehted
Hulgaalgebra ( Cantor'i algebra)

.... Hulk on koosvaadeldavate hulgaelementide kogum . ...

( hulk koosneb elementidest )
Hulgas ei ole korduvaid elemente: igat hulgaelementi on "1 tk."

Hulkade jaoks on defineeritud 5 hulgaaritmeetilist tehet.

1 unaarne ja 4 binaarset tehet:

tehte NIMI formaalne tahistus
hulga taiend A
hulkade Uhend
( hulkade liitmine) A UB
hulkade Uhisosa
( hulkade korrutamine) ANB
hulkade vahe
(hulkade lahutamine) "A ilma B-ta" A\ B
hulkade summeetriline vahe
AAB

Hulgatehete tulemuseks on samuti hulk.

Georg Cantor (1845 — 1918) John Venn (1834 — 1923)

Venni diagrammid

Visuaalse illustreerimise hea vahend hulkade jaoks.

Venni diagrammi saab koostada kuni 4 hulga jaoks.

Hulgatehete tulemuseks olev hulk viirutatuna Venni diagrammidel :

hulga A taiend A

(taiend on alati universaalhulgani )

AuB
hulkade Uuhend

A ja B on liidetud




>
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hulkade Uhisosa

A ja B on korrutatud

A\ B
hulkade vahe
hulgast A on lahutatud hulk B
"A ilma B-ta"
A\B # B\A ehk hulkade lahutamine pole kommutatiivne

(oleneb operandide jérjekorrast)
ainus mittekommutatiivne (binaarne) hulgatehe.
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AAB

hulkade siUmmeetriline vahe

Hulgaalgebra ( Cantor'i algebra) sisaldab 3 tehet : U N

meenutame : Loogikaalgebra ( Boole'i algebra) sisaldab : vV A
hulgaalgebra ja loogikaalgebra on sarnased (“isomorfsed")

teineteisele VASTAVAD modisted (tehted, loogikavaartused ja hulgad) :

loogikas hulkades
inversioon A taiend A
konjunktsioon N thisosa M
disjunktsioon v thend )
... el oma loogikas vastavat tehet .. .| Jahutamine e. vahe \
summa mooduliga 2 @ } -
valistav VOl ( XOR) simmeetriline vahe A
konstant 0 tihi hulk < vei {}
konstant 1 universaalhulk I
Hulgatehete prioriteet: | M Y \ A

HULGAALGEBRA POHISEOSED

meile tuttavad loogikaalgebra pdhiseosed muutuvad hulgaalgebra
pdhiseosteks, kui nendes teha eelnevalt ndidatud vastavad asendused.

esineb duaalsus :
Ka hulgaavaldiste jaoks leiduvad duaalsed hulgaavaldised
ja kehtib duaalsusprintsiip.




the hulga Venni diagramm

HULGAALGEBRA POHISEOSED

assotsiatiivsus:
(AuB)u C = Au (BuC(C)
(AnB)nC = An(BnC)

verbaalsel kujul: *. ... avaldise tulemus ei olene tehete jarjekorrast...."

distributiivsus: (sulgude "lahtikorrutamine™ ja "lahtiliitmine™ )

An(BuC) = (AnB) u (AnC)

kontrollime distributiivsuse kehtimist :

3 hulga Venni diagramm :

A = A | = @ g =1 . .
Augd=A Anl=A
Aul =1 AnJd =0
i
(AnB) u (ANC)
| |
A
AnA = @& AuA = |
AN (BvVC
idempotentsus: ) ( - ) | | _(AﬂB) u~(AﬁC)_
mdlemad hulgaavaldised maéravad diagrammil sama piirkonna (v6rdsed avaldised)
AuA = A AnA = A _
eelmise suhtes duaalne distribiivsusseadus ehk "sulgude lahtiliitmine" :

kommutatiivsus: Avu(BnC) = (AuB) n (AUC)
distributiivsusseadus "tagurpidi: vOimaldab tuua dhist tegurit sulgude ette
AUB = BUA ARNB =BnA i oHp
_ _ o neeldumine:
verbaalsel kujul: ". ... tehte tulemus ei olene operandide j&rjekorrast. . ."
An(AuB) = A

Au(AnB) = A




2 hulga Venni diagramm :
| I | |
Idumine:
neefaumine jareldub tente A definitsioonist. = A A B = (A\B) u (B\A)
An~n(AUB) = ANB | |
Au(AnB) = AUB
DeMorgani seadused (kahe hulga jaoks):
AUB = ANB AnNB = AUB
I I alternatiivne asendusseos tehtele A':
AAaB = (AUB)\ (AnB)
| |
AuB
kleepimine:
A= (AUB) n (AUB) A= (AnB) U (ANB)
Hulgaaritmeetilised asendusseosed /— Ulesanne :
Asendusseosed vBimaldavad asendada hulgatehteid \ ja A 92
hulgaalgebrasse kuuluvate tehete N U kaudu:
On antud hulgad :
A\B = A~B A={abcde} B={abcdefgh}




AUB = {1,2,3,56,7,8,9,10}

Leida AUB ANB A\B B\A BAA
vOtame appi 2 hulga Venni diagrammi :
AuB = {abcdefgh} =B
ANB = {abcdel} = A !
A\B = { }
B\A = {fgh}
BAA = B\A ilmneb, et:  ANB = {369}

seda saab jéreldada ka asendusseose abil / kaudu, mis meie erijuhtumil :

AAB = (A\B)uU (B\A) = @ u (B\A) = B\A

A={1356789} B={236910}
| |
vaadeldud hulkade Venni diagramm [ Ulesanne : \
siin: hulk A onhulga B osahulk/alamhulk: A — B 2
— _ | Mida saab utelda hulkade A ja B kohta jargneval viiel juhul
/- Ulesanne : ' ehk millisel erijuhtumil / tingimusel iga konkreetne vordus kehtib :
2 (kuidas peavad A ja B paiknema teineteise suhtes )
Leida ANB ja leidahulk A ja hulk B kui: AUB = A ANB = A
A\B = {1,5,7,8} B\A = {2,10} A\B = A ANB = BNA

A\B = B\A




"A vbi B on tihi hulk" oleks triviaalne lahend; seda me el pea vastuseks.
Otsime selliseid erijuntumeid, kus hulgad A ja B on mdlemad mittettiihjad
ja vaadeldav vordus kehtib ikkagi

AUB = A ( millal kehtib ?)
A |
B
.. kehtibsiiskui B < A
ANB = A ( millal kehtib ?)
B |
A
.. kehtib siiskui A c B
A\B = A ( millal kehtib ?)

... kehtibsiiskui ANB =

ANB = BnNMA

selline vordus kehtib alati :  kommutatiivsus
selle vOrduse kehtimine ei anna mingit infot hulkade A ja B kohta

( millal kehtib ?)

A\B = B\A ( millal kehtib ?)

... kehtibsiiskui A = B

Hulgaaritmeetiliste avaldiste TEISENDUSED

Hulgaavaldis teisendatakse hulgaalgebra pdhiseoste ja hulgatehete
asendusseoste abil lihtsamale / lihemale, kuid esialgsega samavaarsele
kujule.

Teisenduse eesmargiks voib olla hulgaavaldise viimine

Cantori normaalkujule. ( DNK ja KNK analoogid hulgaavaldiste jaoks )
Hulgaavaldise Cantori normaalkuju on

Uhendite Uhisosa v@i Uhisosade tihend

/— Ulesanne : \
5

b & S

Lihtsusta hulgaavaldis :

[(A\B) U(AaB) U (A\C)] n A =

....teisendamisel alati asendame tehted A ja \




=[(A\B) U(A\B) U (B\A) U (A\C)] n A =
=[(AHE)U(BmX)u(AmE)] A A =

:(AmEmX) v (B meX) U (AmEmX):

= BmAmX:

= BNA

Q . Ppane tahele :
% ** olles joudnud avaldisekujuni :

..... = [(A\B) U (B\A) U (A\C)] n A= .

. vOib nurksulud ka kohe jargmisena lahtikorrutada .
kuna A\B kuika A\C on hulga A osahulgad, siis on dratuntav et :

(A\B) " A = &
(A\C) " A = O

....misjuhul jaab avaldises alles ainult korrutis :

(B\A) n A
[~ iseseisvaks lahendamiseks : \
<

& A

Teisenda eelnevat avaldist :

[(A\B) U(AaB) U (A\C)] n A =

. ... kasutades tehte A teist vOimalikku asendusseost :

AAB = (AUB)\ (ANB)

.. .. edukal teisendamisel peab tulema sama tulemus :

..... = BNA

/— Ulesanne : \

<%

* TS

°e
Q Lihtsusta hulgaavaldis :
AU (C\A)uU(AnNnBNC) =

:Au(CmX) U (AnBnC) =

=(AuC)n (AUK) U (AnBnNnC) =

(AuC)u (AnBnC) =

= AuCu (AnBnC) =
= AuC

[~ Uulesanne : \

P

@

Lihtsusta hulgaavaldis :




(AnC)u (BnC) u (Amg) U (XmBmC) =

@

....etteantud avaldis on juba Cantor'i normaalkuju . . ..

Am(CuE) U (BmC)u(ZmBmC) =

Au(BnC)u (XmBmC) =

|: A u (BnC) |

[~ Uulesanne : \
<

L. 3

e
Lihtsusta hulgaavaldis :

(A\B)~ (B\C)u (C\A) =

@

= (A\B) u (B\C)u (C\A) =

= (A\B)uU (B\C)u (CnA) =

=(AnAB)U(BAC)U(CUA) =

(Amg) u(BmE) UEUA =

= CuUA
|

/— Ulesanne :

& A

Tdesta hulgaavaldiste vorduse kehtivus :

A Ar (ANB) = A\B

.. .. teisendame / lihtsustame voOrduse vasakut poolt :

Aa(AnB) =[A\(ANB)] U [([ANB)\ A]=
=[AN(ANB)] U [(ANB)NA]=
=[An(AUB)] U [ANBNA]=

- AN (A UB) =

= (ANA) U (ANB) =

- AANB =

= A\B

/— iseseisvaks lahendamiseks :




Teisenda eelneva vorduse vasaku poole avaldist A A (A NB)
veelkord, kasutades teist voimalikku asendusseost :

AAaB = (AuUB)\ (AnB)

... . edukal teisendamisel peab tulema sama tulemus :

..... = AnB = A\B

/— Ulesanne :
2

Tdesta hulgaavaldiste vorduse kehtivus :
(A\B) N (C\D) = (ANnC)\(BuUD)

... . valime, kas teisendame vorduse vasakust vOi paremast
poolest alates (vOrduse teiseks pooleks) . ... no valime néiteks vasaku :

(A\B) N (C\D) = (A " B) " (C D) =

= ANnBN" CnD =

= ANCnNBND =

= ANnCnNnBuUD =

= ANnC\BuD =

= (AnC)\(BuD)

oleks voinud ka "vastupidi suunas" teisendada:
vOrduse parema poole avaldis vasaku poole avaldiseks

[ iseseisvaks lahendamiseks : \

N8

Kontrolli suvalisel viisil (hulgaavaldise teisenduse teel voi Venni
diagrammide vordlemise teel) , millised jargnevad vordused kehtivad ? :

A\(A\B) = AUB
A\(A\B) = AnB
A\B = A\(AnB)
A\(BAC) = (A\B)n (A\C)
A\(BUC) = (A\B)n (A\C)

(AAB)\C = (A\C)u (B\C)

(AUB)\C = (A\C)u (B\C)

vastus:

(....voOrdus ei kehti)

A\(A\B) # AUB
A\(A\B) = AnB (....kehtib)
A\B = A\(AnB) (....kehtib)

(....voOrdus ei kehti)

A\(BAC) # (A\B)n (A\C)




A\ (BuC)
(AnB)\C

(AuB)\C

o

(A\B)n (A\C) (....kehtib)
(A\C)u (B\C) (....vdrdus ei kehti)

(A\C) U (B\C) (... kehtib)

L |






